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Аннотация
И. М. Виноградов первым начал изучать короткие тригонометрические суммы с про-
стыми числами. Для сумм вида
Sk(α;x, y) =
∑
x−y<n6x
Λ(n)e(αnk), α =
a
q
+ λ, |λ| 6 1
qτ
, 1 6 q 6 τ.
при k = 1, используя свой метод оценок сумм с простыми числами, он доказал нетриви-
альную оценку при
exp(c(ln lnx)2)≪ q ≪ x1/3, y > x2/3+ε,
основу которой наряду с «решетом Виноградова», при k = 1 составляют оценки коротких
двойных тригонометрических сумм вида
Jk(α;x, y,M,N) =
∑
M<m62M
a(m)
∑
U<n62N
x−y<mn6x
b(n)e(α(mn)k),
где a(m) и b(n) – произвольные комплекснозначные функции, M , N – натуральные, N 6
U < 2N , x > x0, y – вещественные числа.
Затем Хейзелгроув, В. Статулявычус, Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо, Чжан Тао получи-
ли нетривиальную оценку суммы S1(α;x, y), y > xθ, q — произвольное, и доказали асимп-
тотическую формулу в тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слагаемыми с
условиями |pi −N/3| 6 H, H = Nθ, соответственно при
θ =
63
64
+ ε,
279
308
+ ε,
2
3
+ ε,
5
8
+ ε.
Сумму J2(α;x, y,M,N) изучили Дж. Лю и Чжан Тао и получили нетривиальную оценку
суммы S2(α;x, y) при y > x
11
16+ε.
Работа посвящена выводу нетривиальных оценок сумм J3(α;x, y,M,N), в которых име-
ется «длинная» сплошная сумма на малых дугах.
Ключевые слова: короткая двойная тригонометрическая сумма, метод оценок тригоно-
метрических сумм с простыми числами, нетривиальная оценка.
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I. M. Vinogradov pioneered the study of short exponential sums with primes. For k = 1
using his method of estimating sums with primes, he obtained a non-trivial estimate for sums
of the form
Sk(α;x, y) =
∑
x−y<n6x
Λ(n)e(αnk), α =
a
q
+ λ, |λ| 6 1
qτ
, 1 6 q 6 τ
when
exp(c(ln lnx)2)≪ q ≪ x1/3, y > x2/3+ε,
This estimate is based on “Vinogradov sieve” and for k = 1 utilizes estimates of short double
exponential sums of the form
Jk(α;x, y,M,N) =
∑
M<m62M
a(m)
∑
U<n62N
x−y<mn6x
b(n)e(α(mn)k),
where a(m) and b(n) are arbitrary complex-valued functions, M , N are positive integers, N 6
U < 2N , x > x0, y are real numbers.
Later, B. Haselgrove, V. Statulyavichus, Pan Cheng-Dong and Pan Cheng-Biao, Zhan Tao
obtained a nontrivial estimate for the sum S1(α;x, y), y > xθ, where q was an arbitrary integer,
and successfully proved an asymptotic formula for ternary Goldbach problem with almost equal
summands satisfying |pi −N/3| 6 H, H = Nθ, respectively when
θ =
63
64
+ ε,
279
308
+ ε,
2
3
+ ε,
5
8
+ ε.
J. Liu and Zhan Tao studied the sum J2(α;x, y,M,N) and obtained a non-trivial estimate for
the sum S2(α;x, y) when y > x
11
16+ε.
This paper is devoted to obtaining non-trivial estimates for the sum J3(α;x, y,M,N), with
a “long” continuous summation over minor arcs.
Keywords: Short double exponential sums, Nontrivial estimate, Estimation Method for short
exponential sums over primes
Bibliography: 12 titles.
1. Введение
И. М. Виноградов [1] первым начал изучать короткие тригонометрические суммы с
простыми числами. Для сумм вида
Sk(α;x, y) =
∑
x−y<n6x
Λ(n)e(αnk), α =
a
q
+ λ, |λ| 6 1
qτ
, 1 6 q 6 τ.
при k = 1, используя свой метод оценок сумм с простыми числами, он доказал нетривиальную
оценку при
exp(c(ln lnx)2)≪ q ≪ x1/3, y > x2/3+ε,
основу которой наряду с «решетом Виноградова», при k = 1 составляют оценки коротких
двойных тригонометрических сумм вида
Jk(α;x, y,M,N) =
∑
M<m62M
a(m)
∑
U<n62N
x−y<mn6x
b(n)e(α(mn)k),
где a(m) и b(n) – произвольные комплекснозначные функции, M , N – натуральные, N 6 U <
2N , x > x0, y – вещественные числа.
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Затем Хейзелгроув [2], В. Статулявычус [3], Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [4], Zhan Tao
[5] получили нетривиальную оценку суммы S1(α;x, y), y > xθ, q — произвольное, и доказали
асимптотическую формулу в тернарной проблемы Гольдбаха с почти равными слагаемыми с
условиями |pi −N/3| 6 H, H = N θ, соответственно при
θ =
63
64
+ ε,
279
308
+ ε,
2
3
+ ε,
5
8
+ ε.
Сумму J2(α;x, y,M,N) изучили Jianya Liu и Zhan Tao [6] и получили нетривиальную оценку
суммы S2(α;x, y) при y > x
11
16
+ε.
Работа посвящена выводу нетривиальных оценок сумм J3(α;x, y,M,N), в которых имеется
«длинная» сплошная сумма на малых дугах и её доказательство проводится методом оценок
тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова в сочетании с методами
работ [7, 8, 9].
Теорема. Пусть |a(m)| 6 τ(m), L = lnxq, √x < y < xL −1, тогда при выполнении
условий
L 2
14+8A+8 < q < y3L −2
14−8A−8, L 2A+12,5 < M 6 y 14L −212−2A−2,
где A — абсолютная постоянная, справедлива оценка
J3(α;x, y,M,N)≪ y
L A
.
2. Известные леммы
Лемма 1. [10] Пусть H и y произвольные целые числа, H > 1. Тогда справедливо соот-
ношение
y+H∑
x=y+1
e(αx) ≤ min
(
H,
1
2∥α∥
)
, ∥α∥ = min({α}, 1− {α}).
Лемма 2. [11] При вещественном α, подчинённом условиям
α =
a
q
+
θ
q2
, (a, q) = 1, 1 6 q 6 N, |θ| 6 1,
а) для суммы
Vg =
g+q′∑
z=g
min
(
U,
1
∥αz∥
)
, q′ < q, U > 0
имеем неравенство
Vg ≪ U + q ln q,
б) а для суммы
V =
∑
0<z60,5q
1
∥αz∥
имеем неравенство
V ≪ q ln q.
Лемма 3. [12]. При x > 2 имеем∑
n6x
τkr (n)≪ x (lnx)r
k−1 , k = 1, 2.
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3. Доказательство теоремы
Для краткости сумму J3(α;x, y,M,N) обозначим через W и возводя её в квадрат, найдем
|W |2 =
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
aµ
∑
U<u≤2N
x−y<mu6x
∑
U<u1≤2N
x−y<µu16x
e(α((µu1)
3 − (mu)3)).
Разбивая сумму на три части, для которых соответственно выполняются условия mu < µu1,
mu = µu1 и mu > µu1 и имея в виду, что
∑
M<m,µ62M
amaµ
∑
U<u,u162N
x−y<mu=µu16x
1 =
∑
x−y<r6x
 ∑
m\r,M<m62M,
U<r/m62N
am

2
6
∑
x−y<r6x
τ2(r)≪ yL 3,
получим
W 2 =W1 +W2 +O
(
yL 3
)
,
W1 =
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
aµ
∑
U<u≤2N
x−y<mu6x
∑
U<u1≤2N
mn<µu16x
e(α((µu1)
3 − (mu)3)),
W2 =
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
aµ
∑
U<u≤2N
x−y<mu6x
∑
U<u1≤2N
x−y<µu1<mu
e(α((µu1)
3 − (mu)3)).
Имея в виду, что |W1| = |W2|, оценим только W1. В сумме по u1, делая замену переменного,
вместо u1 вводим переменную r = µu1 −mu, для которой выполняются условия
mu+ r ≡ 0(modµ), Uµ < mu+ r 6 2Nµ, 0 < r 6 x−mu.
Тогда
(µu1)
3 − (mu)3 = (µu1 −mu)((mu)2 +muµu1 + (µu1)2) =
= r
(
(mu)2 +muµ · mu+ r
µ
+
(
µ · mu+ r
µ
)2)
= r(3(mu)2 + 3mur + r2),
и сумма W1 принимает вид
W1 =
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
aµ
∑
U<u≤2N
x−y<mu6x
∑
Uµ<mu+r62Nµ
0<r6x−mu
mu+r≡0(modµ)
e(αr(3(mu)2 + 3mur + r2)) =
=
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
aµ
∑
0<r<y
∑
F<u≤G
mu≡−r(modµ)
e(αr(3(mu)2 + 3mur + r2)),
где
F = max
(
U,
Uµ− r
m
,
x− y
m
)
, G = min
(
2N,
2Nµ− r
m
,
x
m
)
.
Разбивая сумму W1 на слагаемые с условием (m,µ) = d, d 6 2M , имеем
W1 =
∑
d62M
∑
M<m≤2M
am
∑
M<µ≤2M
(m,µ)=d
aµ
∑
0<r<y
∑
F<u≤G
mu≡−r(modµ)
e(αr(3(mu)2 + 3mur + r2)).
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Условия (m,µ) = d в сумме W равносильно условиям
m = mˆd, µ = µˆd, (mˆ, µˆ) = 1.
Следовательно, сравнение mu ≡ −r(modµ) разрешимо только в случае, если r имеет вид
r = rˆd. Поэтому, заменив его на сравнение mˆu ≡ −rˆ(mod µˆ), а переменные суммирования m,
µ, r соответственно на mˆd, µˆd, r = rˆd, найдем
W1 =
∑
d62M
∑
M<mˆd≤2M
amˆd
∑
M<µˆd≤2M
(mˆ,µˆ)=1
aµˆd
∑
0<rˆd<y
∑
Fmˆµˆ<u≤Gmˆµˆ
mˆu≡−rˆ(modµˆ)
e(αrˆd3(3(mˆu)2 + 3mˆurˆ + rˆ2)),
Fmˆµˆ = max
(
U,
Uµˆ− rˆ
mˆ
,
x− y
mˆd
)
, Gmˆµˆ = min
(
2N,
2Nµˆ− rˆ
mˆ
,
x
mˆd
)
.
Сравнение mˆu ≡ −rˆ(mod µˆ) равносильно сравнению u ≡ −rˆmˆ−1µˆ (mod µˆ), где mˆ−1µˆ определяется
из сравнения mˆmˆ−1µˆ ≡ 1(mod µˆ). Поэтому, представляя u в виде u = −rˆmˆ−1µˆ + µˆuˆ, получим
W1 =
∑
d62M
∑
M<mˆd≤2M
amˆd
∑
M<µˆd≤2M
(mˆ,µˆ)=1
aµˆd
∑
0<rˆd<y
∑
Fmˆµˆ<uˆ≤Gmˆµˆ
e(αrˆd3(rˆ2 + g(uˆ, mˆ, µˆ))),
Fmˆµˆ =
Fmˆµˆ
µˆ
+
rˆmˆ−1µˆ
µˆ
, Gmˆµˆ =
Gmˆµˆ
µˆ
+
rˆmˆ−1µˆ
µˆ
,
3(mˆu)2 + 3mˆurˆ + rˆ2 = 3(mˆ(µˆuˆ− rˆmˆ−1µˆ ))2 + 3mˆ(µˆuˆ− rˆmˆ−1µˆ )rˆ + rˆ2 =
= 3(mˆµˆuˆ− rˆmˆmˆ−1µˆ )2 + 3(mˆµˆuˆ− rˆmˆmˆ−1µˆ )rˆ + rˆ2 = g(uˆ, mˆ, µˆ) + rˆ2.
В сумме W1, ради удобства, обозначая переменные суммирования mˆ, µˆ, rˆ и uˆ через m, µ,
r и u, получим
W1 =
∑
d62M
∑
0<rd<y
e(αd3r3)W (r, d),
W (r, d) =
∑
M<md≤2M
amd
∑
M<µd≤2M
(m,µ)=1
aµd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
e(3αrd3g(u,m, µ)),
Fmµ =
Fmµ + rm
−1
µ
µ
, Fmµ = max
(
U,
Uµ− r
m
,
x− y
md
)
,
Gmµ =
Gmµ + rm
−1
µ
µ
, Gmµ = min
(
2N,
2Nµ− r
m
,
x
md
)
,
g(u,m, µ) = (mµu− rmm−1µ )2 + (mµu− rmm−1µ )r.
(1)
Разобьем в W1 отрезок суммирования по d на не более чем L интервалов вида D < d 6 2D,
D 6M . Получим не более L сумм W (D) вида
W (D) 6
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
|W (r, d)|. (2)
2. Оценка W (D), D > L 2A+6. Оценим сверху длину интервала суммирования по u вос-
пользовавшись условием M 6 y 14L −212−2A−2. Имеем
Gmµ − Fmµ + 1 = Gmµ − Fmµ
µ
+ 1 6 y
mµd
+ 1 <
yd
M2
+ 1 =
=
yd+M2
M2
6 yd+ y
1
2
M2
=
yd
M2
(
1 +
1
dy
1
2
)
6 2yd
M2
.
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Подставляя эту оценку в правую часть (2), воспользовавшись соотношением |am| 6 τ(m) и
леммой 3, найдем
W (D)≪
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
∑
M<md≤2M
|amd|
∑
M<µd≤2M
(m,µ)=1
|aµd|(Gmµ − Fmµ + 1)≪
≪
∑
D<d62D
y
d
∑
M<md≤2M
τ(md)
∑
M<µd≤2M
(m,µ)=1
τ(µd)
yd
M2
≪
≪ y
2
M2
∑
D<d62D
τ2(d)
∑
M<md≤2M
τ(m)
∑
M<µd≤2M
τ(µ)≪
≪ y
2
M2
∑
D<d62D
τ2(d)
M2L 2
d2
≪ y
2L 2
D2
∑
D<d62D
τ2(d)≪ y
2L 5
D
≪ y
2
L 2A+1
.
3. Далее всюду будем считать, что D < d 6 2D и D 6 L 2A+6. Возводя неравенство (2) в
квадрат и применяя неравенство Коши, получим
W 2(D) 6 y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
|W (r, d)|2, (3)
|W (r, d)|2 =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
∑
Fnν<u1≤Gnν
e(3αrd3(g(u1, n, ν)− g(u,m, µ))),
Fnν =
Fnν
ν
+
rn−1ν
ν
, Fnν = max
(
U,
Uν − r
n
,
x− y
nd
)
,
Gnν =
Gnν + rn
−1
ν
ν
, Gnν = min
(
2N,
2Nν − r
n
,
x
nd
)
.
(4)
Воспользовавшись явным видом g(u1, n, ν)− g(u,m, µ) в |W (r, d)|2, то есть соотношением
g(u1, n, ν)− g(u,m, µ) =
= (nνu1 − rnn−1ν )2 + (nνu1 − rnn−1ν )r − (mµu− rmm−1µ )2 − (mµu− rmm−1µ )r =
= (nνu1 − rnn−1ν −mµu+ rmm−1µ )(nνu1 +mµu− rmm−1µ − rnn−1ν + r),
(5)
разбивая сумму |W (r, d)|2 на три суммы W ′rd, W ′rd и W ′′rd, для которых соответственно вы-
полняются условия g(u1, n, ν) > g(u,m, µ), g(u1, n, ν) < g(u,m, µ) и g(u1, n, ν) = g(u,m, µ),
найдем
|W (r, d)|2 =Wrd +W ′rd +W ′′rd, (6)
Wrd =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
∑
Fnν<u1≤Gnν
nνu1−rnn−1ν >mµu−rmm−1µ
e(3αrd3(g(u1, n, ν)− g(u,m, µ))),
W ′rd =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
∑
Fnν<u1≤Gnν
nνu1−rnn−1ν <mµu−rmm−1µ
e(3αrd3(g(u1, n, ν)− g(u,m, µ))),
W ′′rd =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
∑
Fnν<u1≤Gnν
nνu1−rnn−1ν =mµu−rmm−1µ
1.
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4. Оценка W ′′rd. Пользуясь определениями параметров Fmµ, Gmµ, Fnν и Gnν , то есть со-
отношениями (1) и (4), легко показать, что условия Fmµ < u ≤ Gmµ и Fnν < u1 ≤ Gnν
соответственно равносильны условиям
max
(
Um,Uµ− r, x− y
d
)
< mµu− rmm−1µ 6 min
(
2Nm, 2Nµ− r, x
d
)
,
max
(
Un,Uν − r, x− y
d
)
< nνu1 − rnn−1ν 6 min
(
2Nn, 2Nν − r, x
d
)
.
Поэтому, вводя обозначение d = mµu− rmm−1µ = nνu1 − rnn−1ν , найдем
W ′′rd =
∑
x−y<hd6x
ω2(h), ω(h) =
∑
h=mµu−rmm−1µ
M<md,µd≤2M, (m,µ)=1
Fmµ<u6Gmµ
amdaµd.
Из условий h = mµu− rmm−1µ и mm−1µ = 1 + µt, t — целое следует, что
h+ r = mµu− r(mm−1µ − 1) = µ(mu− rt),
то есть µ является делителем числа h+ r, следовательно
ω(h) 6
∑
m\h
M<md≤2M
|amd|
∑
µ\h+r
M<µd≤2M (m,µ)=1
Fmµ<
h
mµ
+
rm−1µ
µ
6Gmµ
|aµd| 6
∑
m\h
|amd|
∑
µ\h+r
|aµd| =
=
∑
m\h
τ(md)
∑
µ\h+r
τ(µd) 6 τ2(d)
∑
m\h
τ(m)
∑
µ\h+r
τ(µ) = τ2(d)τ3(h)τ3(h+ r).
Поэтому
|W ′′rd| ≪ τ2(d)
∑
x−y<hd6x
τ3(h)τ3(h+ r)≪
≪ τ2(d)
 ∑
x−y<hd6x
τ23 (h)
∑
x−y<hd6x
τ23 (h+ r)
 12 ≪
≪ τ2(d)
(
y2
d2
L 16
) 1
2
= yL 8 · τ
2(d)
d
.
Отсюда с учетом (6) и (3), имея в виду, что |Wrd| = |W ′rd|, получим
W 2(D)≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
(
|Wrd|+ yL 8 · τ
2(d)
d
)
≪
≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
|Wrd|+ y3L 8. (7)
5. Преобразуем Wrd так, чтобы сумма по u стала линейной. Для этого, делая замену
переменного, вместо u1 вводим переменную σ = nνu1 − mµu, область изменения которой
имеет вид
Ω =
{
σ : mµu+ σ ≡ 0(modnν), Fnν < mµu+ σ
nν
6 Gnν , σ > rnn−1ν − rmm−1µ
}
.
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При этом воспользовавшись соотношением (5), представим разность g(u1, n, ν)−g(u,m, µ) как
функцию σ, то есть
g(u1, n, ν)− g(u,m, µ) =
= (nνu1 −mµu+ rmm−1µ − rnn−1ν )(nνu1 +mµu− rmm−1µ − rnn−1ν + r) =
= (σ + rmm−1µ − rnn−1ν )(σ + 2mµu− rmm−1µ − rnn−1ν + r) = g1(u, σ,m, µ, n, ν),
и сумма Wrd принимает вид
Wrd =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
Fmµ<u≤Gmµ
∑
σ∈Ω
e
(
3αrd3g1(u, σ,m, µ, n, ν)
)
.
Воспользовавшись определениями областью Ω и параметров Fmµ, Gnν , найдём возможно до-
пустимую верхнюю границу изменения переменной суммирования σ. Имеем
σ 6 nνGnν −mµu 6 nνGnν −mµFmµ = nνGnν + rn
−1
ν
ν
−mµFmµ + rm
−1
µ
µ
=
= nGnν −mFmµ + rnn−1ν − rmm−1µ = nmin
(
2N,
2Nν − r
n
,
x
nd
)
−
−mmax
(
U,
Uµ− r
m
,
x− y
md
)
+ rnn−1ν − rmm−1µ 6
y
d
− rmm−1µ + rnn−1ν .
С учётом найденной границы в Wrd, сделав сумму по u внутренней, найдём
Wrd =
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1
andaνd
∑
σ∈Ω1
∑
u∈U
e
(
3αrd3g1(u, σ,m, µ, n, ν)
)
,
Ω1 =
{
σ : 0 < σ + rmm−1µ − rnn−1ν 6
y
d
}
,
U =
{
u : mµu+ σ ≡ 0(modnν), Fnνnν − σ
mµ
< u 6 Gnνnν − σ
mµ
, Fmµ < u ≤ Gmµ
}
,
то есть в Wrd внутренняя сумма стала линейной и переменная суммирования u пробега-
ет те значения из своего сплошного интервала изменения, которые являются решением
линейного сравнения.
6. Разбивая сумму Wrd на слагаемые с условием (mµ, nν) = δ, δ 6 4M2d−2, имеем
Wrd =
∑
δ64M2d−2
∑
M<md,µd≤2M
(m,µ)=1
amdaµd
∑
M<nd,νd≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nν)=δ
andaνd
∑
σ∈Ω1
∑
u∈U
e
(
3αrd3g1(u, σ,m, µ, n, ν)
)
.
Условия (mµ, nν) = δ с учётом условий (m,µ) = 1 и (n, ν) = 1 в сумме Wrd равносильны
условиям
mµ = mˆµˆδ, (mˆ, µˆ) = 1, nν = nˆνˆδ, (nˆ, νˆ) = 1, (mˆµˆ, nˆµˆ) = 1,
m = mˆη, η\δ, µ = µˆδ/η, (η, δ/η) = 1, n = nˆλ, λ\δ, ν = νˆδ/λ, (λ, δ/λ) = 1.
Следовательно, в области U сравнение
mµu+ σ ≡ 0(modnν)
разрешимо только в случае, если σ имеет вид σ = σˆδ. Поэтому заменим её на сравнение
mˆµˆu ≡ −σˆ(mod nˆνˆ),
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а переменные суммированияm, µ, n, ν, σ соответственно на mˆη, µˆδ/η, nˆλ, νˆδ/λ, σˆδ, в результа-
те чего параметры Fmµ, Fmµ, Gmµ, Gmµ, Fnν , Fnν , Gnν , Gnν и функция g1(u, σ,m, µ, n, ν) соот-
ветственно превращаются в Fmˆη, µˆδ/η, Fmˆη, µˆδ/η, Gmˆη, µˆδ/η, Gmˆη, µˆδ/η, Fnˆλ, νˆδ/λ, Fnˆλ, νˆδ/λ, Gnˆλ, νˆδ/λ,
Gnˆλ, νˆδ/λ, и в функцию g1(u) = g1(u, σˆδ, mˆη, µˆδ/η, nˆλ, νˆδ/λ), которые имеют вид
Fmˆη, µˆδ/η =
Fmˆη, µˆδ/η
µˆδ/η
+
r(mˆη)−1µˆδ/η
µˆδ/η
, Fmˆη, µˆδ/η = max
(
U,
Uµˆδ/η − r
mˆη
,
x− y
mˆηd
)
,
Gmˆη, µˆδ/η =
Gmˆη, µˆδ/η
µˆδ/η
+
r(mˆη)−1µˆδ/η
µˆδ/η
, Gmˆη, µˆδ/η = min
(
2N,
2Nµˆδ/η − r
mˆη
,
x
mˆηd
)
,
Fnˆλ, νˆδ/λ =
Fnˆλ, νˆδ/λ
νˆδ/λ
+
r(nˆλ)−1νˆδ/λ
νˆδ/λ
, Fnˆλ, νˆδ/λ = max
(
U,
Uνˆδ/λ− r
nˆλ
,
x− y
nˆλd
)
,
Gnˆλ, νˆδ/λ =
Gnˆλ, νˆδ/λ
νˆδ/λ
+
r(nˆλ)−1νˆδ/λ
νˆδ/λ
, Gnˆλ, νˆδ/λ = min
(
2N,
2Nνˆδ/λ− r
nˆλ
,
x− y
nˆλd
)
,
g1(u, σˆδ, mˆη, µˆδ/η, nˆλ, νˆδ/λ) =
(
σˆδ + rmˆη (mˆη)−1µˆδ/η − rnˆλ (nˆλ)−1νˆδ/λ
)
(σˆδ+
+2mˆµˆδu− rmˆη (mˆη)−1µˆδ/η − rnˆλ (nˆλ)−1νˆδ/λ + r
)
,
и сумма Wrd представится в виде
Wrd =
∑
δ64M2d−2
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
Wrd(δ, η, λ), (8)
Wrd(δ, η, λ) =
∑
M<dmˆη,dµˆδ/η≤2M
(mˆ,µˆ)=1
admˆηadµˆδ/η
∑
M<dnˆλ,dνˆδ/λ≤2M
(nˆ,νˆ)=1, (mˆµˆ,nˆµˆ)=1
adnˆλadνˆδ/λ
∑
σˆ
∑
u
e
(
3αrd3g1(u)
)
,
где суммирование ведётся по тем σˆ и u, для которых соответственно выполняются условия
• 0 < σˆδ + rmˆη(mˆη)−1µˆδ/η − rnˆλ(nˆλ)−1νˆδ/λ 6
y
d
;
• mˆµˆu+ σˆ ≡ 0(mod nˆνˆ), Fnˆλ, νˆδ/λnˆνˆ
mˆµˆ
< u+
σˆ
mˆµˆ
6
Gnˆλ, νˆδ/λnˆνˆ
mˆµˆ
, Fmˆη, µˆδ/η < u ≤ Gmˆη, µˆδ/η.
Подставляя правую часть (8) в соотношение (7), получим
W 2(D)≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
∑
δ64M2d−2
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
|Wrd(δ, η, λ)|+ y3L 8.
Разбивая отрезок суммирования по δ на не более чем L интервалов вида
B < δ 6 2B, B 6 2M2d−2, получим не более L сумм W 2B(D) вида
W 2B(D)≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
∑
B<δ62B
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
|Wrd(δ, η, λ)|+ y3L 8. (9)
В сумме Wrd(δ, η, λ), ради удобства, обозначая переменные суммирования mˆ, nˆ, µˆ, νˆ и σˆ соот-
ветственно через m, n, µ, ν и σ, получим
Wrd(δ, η, λ) =
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
admηadµδ/η
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
adnλadνδ/λ
∑
σ
∑
u
e
(
3αrd3g1(u)
)
,
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где g1(u) = g1(u, σδ,mη, µδ/η, nλ, νδ/λ) суммирование ведётся по тем σ и u, для которых
соответственно выполняются условия
0 < σδ + rmη(mη)−1µδ/η − rnλ(nλ)−1νδ/λ 6
y
d
; (10)
mµu+ σ ≡ 0(modnν), Fnλ, νδ/λnν
mµ
< u+
σ
mµ
6
Gnλ, νδ/λnν
mµ
, Fmη, µδ/η < u ≤ Gmη, µδ/η,
где
Fmη, µδ/η =
Fmη, µδ/η
µδ/η
+
r(mη)−1µδ/η
µδ/η
, Fmη, µδ/η = max
(
U,
Uµδ/η − r
mη
,
x− y
mηd
)
,
Gmη, µδ/η =
Gmη, µδ/η
µδ/η
+
r(mη)−1µδ/η
µδ/η
, Gmη, µδ/η = min
(
2N,
2Nµδ/η − r
mη
,
x
mηd
)
,
Fnλ, νδ/λ =
Fnλ, νδ/λ
νδ/λ
+
r(nλ)−1νδ/λ
νδ/λ
, Fnλ, νδ/λ = max
(
U,
Uνδ/λ− r
nλ
,
x− y
nλd
)
,
Gnλ, νδ/λ =
Gnλ, νδ/λ
νδ/λ
+
r(nλ)−1νδ/λ
νδ/λ
, Gnλ, νδ/λ = min
(
2N,
2Nνδ/λ− r
nλ
,
x− y
nλd
)
,
g1(u, σδ,mη, µδ/η, nλ, νδ/λ) =
(
σδ + rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ
)
(σδ+
+2mµδu− rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ + r
)
.
(11)
Сравнение mµu+ σ ≡ 0(modnν) равносильно сравнению
u ≡ −σm−1nν µ−1nν (modnν),
где числа m−1nν и µ−1nν соответственно определяются из сравнений
mm−1nν ≡ 1(modnν), µµ−1nν ≡ 1(modnν).
Поэтому, представляя u в виде u = nνuˆ− σm−1nν µ−1nν , получим
Wrd(δ, η, λ) =
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
admηadµδ/η
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
adnλadνδ/λ
∑
σ
∑
uˆ
e
(
3αrd3g2(uˆ, σ,m, µ, n, ν, δ, η, λ)
)
,
где
g2(uˆ, σ,m, µ, n, ν, δ, η, λ) = g1(nνuˆ− σm−1nν µ−1nν , σδ,mη, µδ/η, nλ, νδ/λ) =
=
(
σδ + rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ
)
·
·
(
σδ + 2mµδ
(
nνuˆ− σm−1nν µ−1nν
)− rmη (mη)−1µδ/η −−rnλ (nλ)−1νδ/λ + r) =
= 2mµnνδuˆ
(
σδ + rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ
)
+ g3,
g3 часть g2(uˆ, σ,m, µ, n, ν, δ, η, λ), независящая от uˆ и имеющая вид
g3 =
(
σδ + rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ
)
·
·
(
σδ − 2σδmm−1nν µµ−1nν − rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ + r
)
,
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область суммирования по uˆ определяется неравенствами, которые получаются из (10) и имеют
вид
Fnλ, νδ/λ
mµ
− σ
mµnν
+
σm−1nν µ−1nν
nν
<uˆ 6
Gnλ, νδ/λ
mµ
− σ
mµnν
+
σm−1nν µ−1nν
nν
,
Fmη, µδ/η + σm
−1
nν µ
−1
nν
nν
<uˆ 6
Gmη, µδ/η + σm
−1
nν µ
−1
nν
nν
.
(12)
Переходя к оценкам, получим
Wrd(δ, η, λ) 6
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
|admηadµδ/η|
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
|adnλadνδ/λ|
∑
σ6y/d
σ≡κ(mod δ)
∣∣∣∣∣∑
uˆ
e
(
6αrd3mµnνδσuˆ
)∣∣∣∣∣ ,
κ = rmη (mη)−1µδ/η − rnλ (nλ)−1νδ/λ.
Оценим сверху величину U – длину интервала суммирования по uˆ в Wrd(δ, η, λ). Воспользо-
вавшись отдельно каждыми неравенствами (12) и определениями параметров Fmµ, Gmµ, Fnν
и Gnν из (11), имеем
U 6
Gnλ, νδ/λ − Fnλ, νδ/λ
mµ
=
1
mµ
(
Gnλ, νδ/λ
νδ/λ
+
r(nλ)−1νδ/λ
νδ/λ
− Fnλ, νδ/λ
νδ/λ
−
r(nλ)−1νδ/λ
νδ/λ
)
=
=
Gnλ, νδ/λ − Fnλ, νδ/λ
mµ · νδ/λ =
1
mµνδ/λ
(
min
(
2N,
2Nνδ/λ− r
nλ
,
x
nλd
)
−
−max
(
U,
Uνδ/λ− r
nλ
,
x− y
nλd
))
6 1
mµνδ/λ
· y
nλd
6 yδd
3
M4
,
U 6
Gmη, µδ/η − Fmη, µδ/η
nν
=
Gmη, µδ/η − Fmη, µδ/η
nν · µ δ/η 6
1
µnν δ/η
· y
mηd
6 yδd
3
M4
.
Отсюда и из условия M 6 y 14L − c4 следует, что количество слагаемых в сумме по uˆ в
Wrd(δ, η, λ) не превосходит величину
U + 1 6 yδd
3
M4
+ 1≪ yδd
3
M4
.
С учётом последнего неравенства, применяя к сумме по uˆ лемму 1, затем воспользовавшись
условием am ≪ τ(m) и известным неравенством τ(kl) 6 τ(k)τ(l), найдем
Wrd(δ, η, λ) 6
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
|admηadµδ/η|
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
|adnλadνδ/λ|
∑
σ6y/d
σ≡κ(mod δ)
min
(
yδd3
M4
,
1
∥6αrd3mµnνδσ∥
)
≪
≪ τ2(δ)τ4(d)
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
τ(mµ)
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
τ(nν)
∑
σ6y/d
σ≡κ(mod δ)
min
(
yδd3
M4
,
1
∥6αrd3mµnνδσ∥
)
. (13)
Рассмотрим отдельно два случая: B > L 4A+10 и B 6 L 4A+10.
7. Оценка WB(D) при B > L 4A+10. Оценивая в (13) сумму по σ тривиально числом
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слагаемых, найдем
Wrd(δ, η, λ)≪ τ2(δ)τ4(d)
∑
M<dmη,dµδ/η≤2M
(m,µ)=1
τ(mµ)
∑
M<dnλ,dνδ/λ≤2M
(n,ν)=1, (mµ,nµ)=1
τ(nν)
( y
δd
+ 1
) yδd3
M4
≪
≪ y2
(
d2
M4
+
δd3
yM4
)
τ4(d) τ2(δ)
 ∑
M2<δd2m≤4M2
τ2(m)
2 ≪
≪ y2L 6
(
d2
M4
+
δd3
yM4
)(
M4
δ2d4
+ 1
)
τ4(d) τ2(δ).
Подставляя найденную оценку в (9), затем пользуясь неравенством BD2 6M2, получим
W 2B(D)≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
∑
B<δ62B
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
|Wrd(δ, η, λ)|+ y3L 8 ≪
≪ y3L 6
∑
D<d62D
τ4(d)
∑
0<rd<y
∑
B<δ62B
τ2(δ)
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
(
d2
M4
+
δd3
yM4
)(
M4
δ2d4
+ 1
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6
∑
B<δ62B
τ4(δ)
∑
D<d62D
τ4(d)
(
1
δ2d3
+
d
M4
+
1
yδd2
+
δd2
yM4
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6(lnD)15
∑
B<δ62B
τ4(δ)
(
1
δ2D2
+
D2
M4
+
1
yδD
+
δD3
yM4
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6(lnD)15(lnB)15
(
1
BD2
+
BD2
M4
+
1
yD
+
B2D3
yM4
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6(lnD)15(lnB)15
(
1
BD2
+
1
M2
+
1
yD
)
+ y3L 8.
Далее, пользуясь последовательно условиями D < L 2A+6, B 6M2D−2 6M2 6 √y, имеем
W 2B(D)≪ y4L 6
(
(lnB)15
BD2(lnD)−15
+
(lnB)15(lnD)15
M2
+
(lnB)15
yD(lnD)−15
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6
(
1
B(lnB)−15
+
(lnB)15L
M2
+
(lnB)15
y
)
+ y3L 8 ≪
≪ y4L 6
(
1
B(lnB)−15
+
L 16
M2
+
L 15
y
)
.
Отсюда, воспользовавшись условиями B > L 4A+10, M > L 2A+12,5 и y > L 4A+24, находим
W 2B(D)≪
y4
L 4A+3
(
L 4A+9
B(lnB)−15
+
L 4A+25
M2
+
L 4A+24
y
)
≪
≪ y
4
L 4A+3
(
L 4A+9
L 4A+10(lnL 4A+10)−15
+ 1
)
≪
≪ y
4
L 4A+3
(
L 4A+9(lnL )15
L 4A+10
+ 1
)
≪ y
4
L 4A+3
.
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8. Оценка WB(D) при B 6 L 4A+10. Представляя оценку (13) в виде
Wrd(δ, η, λ) 6
6 τ2(δ)τ4(d)
∑
M2<mµd2δ, nνd2δ≤4M2
(mµ,nµ)=1
τ(mµnν)
∑
σ6y/d
σ≡κ(mod δ)
min
(
yBD3
M4
,
1
∥6αrd3mµnνδσ∥
)
6
6 τ2(δ)τ4(d)
∑
M4<td4δ2≤16M4
τ(t)τ4(t)
∑
σ6y/d
min
(
yBD3
M4
,
1
∥6αd3δrtσ∥
)
,
затем подставляя её в (9), получим
W 2B(D)≪ y
∑
D<d62D
∑
0<rd<y
∑
B<δ62B
∑
η\δ
(η,δ/η)=1
∑
λ\δ
(λ,δ/λ)=1
|Wrd(δ, η, λ)| ≪
≪ y
∑
D<d62D
τ4(d)
∑
0<rd<y
∑
B<δ62B
τ4(δ)
∑
M4<td4δ2≤16M4
τ(t)τ4(t)
∑
σ6y/d
min
(
yBD3
M4
,
1
∥6αd3δrtσ∥
)
=
= y
∑
M4
64BD
6h6 96y2M4
BD3
æ(h)min
(
yBD3
M4
,
1
∥αh∥
)
, æ(h) =
∑′′
h=6d3δrtσ
τ4(d)τ4(δ)τ(t)τ4(t),
где ′′ — означает, что D < d 6 2D, B < δ 6 2B, r 6 yD−1, 2−6M4D4B2 < t 6 24M4D4B2
и σ 6 yD−1. Далее, пользуясь условиями D < L 2A+6, B < L 4A+10, h/trσ = d3δ ≍ D3B и
соотношением τ(r)≪ rε, находим
æ(h) =
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
h
t
=d3δrσ
τ4(d)τ4(δ)≪ L 12
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
h
t
=d3δrσ
1 =
= L
1
2
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
r\h
t
∑
h
tr
=d3δσ
1 = L
1
2
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
r\h
t
∑
σ\ h
tr
∑
h
trσ
=d3δ
1 6
6 L 12
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
r\h
t
∑
σ\ h
tr
τ
(
h
trσ
)
≪ L
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
r\h
t
∑
σ\ h
tr
1 6
6 L
∑
t\h
τ(t)τ4(t)
∑
r\h
t
τ
(
h
tr
)
6 L
∑
t\h
τ(t)τ4(t)τ
2
(
h
t
)
6
6 L τ2(h)
∑
t\h
τ(t)τ4(t) 6 L τ2(h)
∑
t\h
τ4(t) 6 L τ7(h).
W 2B(D)≪ yL
∑
M4
64BD
6h6 96y2M4
BD3
τ7(h)min
(
yBD3
M4
,
1
∥αh∥
)
.
Применяя неравенство Коши, затем лемму 3, найдём
W 4B(D)≪ y2L 2 ·
y2M4
BD3
L 2
14−1 · yBD
3
M4
∑
M4
64BD
6h6 96y2M4
BD3
min
(
yBD3
M4
,
1
∥αh∥
)
≪
≪ y5L 214+1
∑
M4
64BD
6h6 96y2M4
BD3
min
(
yBD3
M4
,
1
∥αh∥
)
.
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Рассмотрим отдельно случаи
y2M4
BD3
> 0.5q и
y2M4
BD3
6 0.5q.
При
y2M4
BD3
> 0.5q, разбивая интервал изменения h на не более ≪ y
2M4
qBD3
интервалов вида
g 6 h 6 g + q′, q′ < q, применяя утверждение а) леммы 2, найдем
W 4B(D)≪ y5L 2
14+1 · y
2M4
qBD3
g+q′∑
h=g
min
(
yBD3
M4
,
1
∥αh∥
)
≪
≪ y
7M4
qBD3
(
yBD3
M4
+ q ln q
)
L 2
14+1 ≪
(
y8
q
+
y7M4
BD3
)
L 2
14+2 ≪
≪ y8
(
1
q
+
M4
y
)
L 2
14+2 =
y8
L 8A+6
(
L 2
14+8A+8
q
+
M4
yL −214−8A−8
)
≪ y
8
L 8A+6
.
При
y2M4
BD3
6 0.5q, воспользовавшись утверждением б) леммы 2, получим
W 4B(D)≪ y5L 2
14+1
∑
h60.5q
1
∥αh∥ ≪ y
5qL 2
14+2 =
=
y8
L 8A+6
· q
y3L −214−8A−8
≪ y
8
L 8A+6
.
4. Заключение
Работа посвящена выводу нетривиальных оценок коротких кубических двойных сумм вида
W =
∑
M<m≤2M
a(m)
∑
U<u≤2N
x−y<mu6x
e(α(mu)3), α =
a
q
+
θ
q2
, (a, q) = 1,
в которых имеется «длинная» сплошная сумма в множестве точек второго класса
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